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前言

预计难度：A < DGJ < EHM < I < FK < C < BL

封榜前难度：A < DGJ < EHM < F < IK < BC < L

基准时限设为 0.5s 是因为 PTA 太快了。
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A. Goodbye, Ziyin!

题意：给出一颗无根树，询问有多少个点以它为根时是棵二
叉树。

一棵有根树为二叉树当且仅当：

根至多只有两个儿子 ⇒ 根的度数 ≤ 2
非根节点至多只有两个儿子 ⇒ 非根节点的度数 ≤ 3（加上
父亲）

先判断是否存在度数 > 3 的节点，然后统计有多少个度数
≤ 2 的节点即可。
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A. Goodbye, Ziyin!

一个不算彩蛋的彩蛋：

简短题面被故意安排到第二页，如果直接看网页版可能会一
眼看出来。

愿有情人终成眷属。
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J. Circular Billiard Table

题意：从圆的边缘以某个角度发射一颗小球，小球在球内部
沿反射定律运动，问什么时候回到出发点。

注意到小球每两次反射之间的圆心角是相同的，不妨设为 α

若小球反射 n 次后回到原点，则 nα = k · 360°（k 为某个自
然数）

换言之，最小的 n 即为最小的 n 使得 360|nα，利用 gcd 算
一下即可
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D. Period

题意：给定一个只包含小写字母的字符串，每次询问将某个
位置修改为 #，问周期数量（修改独立）。

因为串长-周期长度= border 长度，所以周期数量等价于求
border 数量，又因为修改的字符是之前完全没出现过的，所
以修改完之后的 border 只能原串的border。

先使用 kmp/hash 求出原串的 border，然后预处理/每次询
问二分有多少个 border 不包含某个位置即可（注意到这等
价于有多少个 border 小于等于某个长度）
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G. Desserts

题意：有 n 种糖果，第 i 种糖果共有 ai 个，问把所有糖果
分给 k 支队伍，使得每支队伍不会拥有相同类型糖果的方
案数。保证

∑
ai ≤ 105。

考虑第 i 种糖果分给哪些队伍，可得 ansk =
∏n

i=1

(k
ai

)
又因为

∑
ai ≤ 105，所以本质上不同的 ai 只有根号种，直

接枚举每种不同的 ai ，然后相同的 ai 快速幂贡献在一起即
可。

复杂度 O(m
√∑

a log n)
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E. CHASE!

题意：有 n 个数，每次系统随机选出两个数 ai , aj，你可以
接受或重选，但总共只有 k 次重选机会。问期望最大和。
还有 q 个子情况需要回答最优决策。

如果 k = 0，那么没有重选的机会，期望得分 E0 为任选两
个数字的和的期望；

如果 k > 0，假设当前选出来的和为 s，那么 s ≥ Ek−1 时不
需要重选，否则需要重选。

dp，用 two pointers 算这两种贡献来转移。
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M. 810975

题意：求长度为 n 的 01 串，有 m 个 1，最长 1 连续段长
度恰好为 k 的方案数。

先容斥，转化成 ≤ k 的方案数。

如果两个连续的 0 视为中间有长度为 0 的 1 连续段，则相
当于一共有 n −m + 1 个 1 连续段，每段长度 ≤ k，长度和
为 m 的方案数。
形式化地，设 xi 为第 i 个 1 连续段的长度，即求：

0 ≤ xi ≤ k∑
xi = m

的方案数。

这是一个经典问题，容斥枚举有多少个 xi 违反 ≤ k 的限制
即可。

多项式快速幂也可以过，没有刻意去卡。（没过说明板子常
数可能较大）
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H. City Safety

题意：一棵树，加强第 i 个点有 wi 的花费，而如果距离某
个点 ≤ p 的所有点都加强了，则会有 vp 的收益，求最大净
收益。
转化为最小割。先把所有收益加到答案里。

左边的点 vi,p 表示距离第 i 个点 ≤ p 的所有点全选
右边的点 ui 表示原图的点 i
源点连向每个 vi,p，容量为增量收益 vi,p − vi,p−1，割掉这条
边表示放弃这个增量收益
每个 vi,p 连向右边距离 i 为 p 的点，容量为无穷大
每个 vi,p 连向 vi,p−1，容量为无穷大，这样使得 vi,p 间接连
向与 i 距离 < p 的点，用来限制放弃收益必须按 p 从大到
小放弃
右边每个点连向汇点，容量为选这个点的代价，割掉这条边
表示付出这个点的代价

答案减去最小割。
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H. City Safety

bonus，有个 O(n2) 的树形 dp 做法。
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F. Stone

题意：轮流拿石头，每个人先确定一个上次选的数字的因数
s，然后再选择若干堆同时拿走 s 个石头，问先手有多少种
第一步的方案数使得先手必胜。

考虑这样一种局面：存在某堆石头的数量是奇数。那不管是
先手还是后手，选择 s = 1(奇数) 先把所有堆变成偶数个，
然后对手也只能 s = 1(奇数)，模仿对面拿法即可。

换言之，如果所有堆都是偶数，则不管是谁都不能选 s 为奇
数，否则变成前面一种情况，对手必胜。即 s 只能为偶数，
此时堆数量 / = 2，转化为相同的问题。

那么一直除以 2，总会在某个时候出现某个石头堆有奇数
个，转换为前面的局面。

此时答案为 (最小奇数+1)/2。
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I. Distance

题意：给出一张哈斯图，求两两最短路之和。

易知两个点 i , j 的距离为
∑

p∈prime p × |ei − ej |
枚举每个质数的贡献，可得答案为∑

p∈prime p ×
∑

cb
n
pc c
(
n − b n

pc c
)

小于
√
n 的质数可以直接枚举，大于

√
n 的质数只会枚举

c = 1，整除分块+min25 即可。
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K. Tiny Stars

给出奇质数 n，决定每个 i 是连向 i
a 还是

a
i（各有连边代

价），然后每个连通块付出大小平方的代价。总代价 ≤ 12n
即可通过。评测时每个 n 会随机生成 20 个 a，任意一个 a
通过即可。

观察到 i → i
a → ( ai

a

= a2

i )→ (
a2

i
a = a

i )→ ( aa
i
= i)，即只要

能够实现交替连边，那么图就会变成全是四元环，连通块代
价为 42 × n

4 = 4n。
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K. Tiny Stars

实现交替连边即每个 i 连向的点，oracle 必须与自己不同。
这有至少两种方法可以实现：

二次剩余，oraclei = 0 当且仅当 i 是 n 的二次剩余，这样当
a 不是二次剩余时（概率 50%）性质成立；
指数，设原根为 g，oraclei = 0 当且仅当 i = g x 且 x 是奇
数，这样当 a 的指数也是奇数时（概率 50%）性质成立。

这两种的连边代价都是 n
2 + n

2 × log n ≤ (7 + 1
2)n，总代价

≤ (11 + 1
2)n。

随机生成 20 个 a 全部失败的概率 ≤ (12)
20，可忽略。
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C. Assign or Multiply

问 ai ×
∏

j∈S,S∈2b bj 在 modp 意义下有多少种可能。

先利用原根把乘法转化为加法（0 特判）。

有个暴力 O(nq) 的做法：

可以使用数字分组+ bitset 加速做到 O(n2/w)，但这不是
expected 的做法，但某支队伍好像加了点特判跑过了（复杂
度未知）。
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C. Assign or Multiply

注意到 bitset 只执行 or，如果每次可以快速找到哪些 0 会
被变成 1 会变快点？

好像比较难，那快速找到 i 和 (i+x)%p 不同的点然后看是
否为 bitset[i]=1，bitset[(i+x)%p]=0？

假设新加入的数字为 x，则可以看成 i→(i+x)%p 连一条边，
那么每个点恰好一个入度和一个出度——这是若干个环！

那么如果存在某条边 i→(i+x)%p 使得原本 bitset[i]=1，
bitset[(i+x)%p]=0（简称为 0→ 1），则一定有一条边是
1→ 0 的，即 0→ 1 和 1→ 0 的数量是相同的。

由于 0→ 1 只有 n 条，故复杂度为 O(n ·寻找不同点对) 的
复杂度。

利用二分+树状数组可以做到 O(n log2 n).
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L. Shake Hands

题意：n 个人站在一排，每次相邻两个人握一次手并交换位
置，问最大团。

假设 a < b < c 并且 a 和 b 没有握手，b 和 c 没有握手，
则 a 和 c 也一定没有握手。即没有握手的关系形成了一个
闭包！

故原图最大团 → 补图最大独立集 → 补图 DAG 最长反链
→ DAG 最小路径覆盖 → 二分图最大匹配。所以答案即为
n −补图的最大匹配。
注意到补图为竞赛图去掉 m 条边，可以类似于牛客多校
10C 的做法根据度数分成小于 sqrt 贪心+大于 sqrt 暴力匹
配即可。

复杂度 O(n
√
m)
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B. Subset

题意：从 [0, n] 中选 K 个数，使得异或和有 B 位 1 的方案
数。

假设 n = 2m − 1，考虑这样一个 dp：

dp[i ][x ] 表示选了 i 个不同的数 x1, x2, · · · , xi，异或起来恰
好为 x 这个数的方案数。
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B. Subset

dpi ,x 表示选了 i 个不同的数 x1, x2, · · · , xi，异或起来恰好为
x 这个数的方案数。

考虑容斥，则先选 i − 1 个数 x1, x2, · · · , xi−1，那么
xi = x ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xi−1，因为 n = 2m − 1，所以 xi 一
定满足值域要求，不一定满足 xi 互不相同的要求。

所以要扣掉 xi 等于 x1, x2, · · · , xi−1 中某个数的情况：
dpi ,x = (i − 1)!× C i−1

n −
dpi−2,x︸ ︷︷ ︸

扣掉2个还剩i-2个

× (n − i + 2)︸ ︷︷ ︸
剩下 n-i+2 个值可以选

× (i − 1)︸ ︷︷ ︸
选择其中一个位置插进去
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B. Subset

dpi ,x = (i − 1)!× C i−1
n − dpi−2,x × (n − i + 2)× (i − 1)

注意到 dpi ,x 只和 dpi−2,x 有关，并且边界为：

dp0,x = [x == 0]，dp1,x = 1。

故 dpi ,x 的值只与 x 是否为 0 而不同。
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B. Subset

将 [0, n] 拆成若干个区间，每个区间都有这个性质，区间与
区间之间可以暴力 dp 合并，这样复杂度为 O(k2 log2)。

但因为每个区间只有 0 的 dp 值不一样，所以转移的时候可
以分成 0 和非 0 进行转移，类似于第一维是卷积，第二维
是区间平移。

又因为第二维每次区间平移最多产生 O(1) 个值域段，故
dp 数组至多 O(log) 个值域段。

对每个值域段维护一个 O(K ) 的 dp 数组（第一维），那么
dp 转移可以简化为值域段内的卷积，复杂度为
O(K logK log2 n)。

在赛场上有队伍使用了复杂度为 O(K 2 + K log n) 的做法，
也可以通过。
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